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Einleitung. 

nan far ein System von n linearen Differentialgleichungen 
die Differentialgleicliungen aufstellt, denen die Minoren 
g einer Integralmatrix — d. h. einer Matrix von n von- 
ibhangigen Ldsungssystemen — geniigen, so gelangt man 
lem System von linearen Differentialgleicliungen 1. Ordnung, 

zt Gleickungen enthalt, da es Minoren jpter Ord- 
' 2 -reiliigen Determinante gibt. 

n nun durch Anwendung des Fredliolmselieu Grenziiber- 
in System von n linearen Differentialgleicliungen die lineare 
intialgleicbung 

1 

== ^ X)a{z\X, %)dX, 

0 

nte Feldgleicliung, gewinnen kann^), wobei die Integral- 
n Losungsfeld dieser Gleicbung entspricht, so liegt die 
welcben Integrodifferentialgleichungen die Fredbolmscben 
3es Losungsfeldes geniigen. Diese Frage soil in der folgcu- 
bebandelt werden. 

fsmittel werden im ersten Absclmitt Regeln ftir die Diflb- 
ner Fredbolmscben Determinante und ibrer Minoren nacb 
leter abgeleitet, die der Differentiationsregel fiir eine end- 
inante genau entsprecben, Dann wird nocb eine Beziebung 
a Fredbolmscben Minoren 2. Ordnung eines komponierten 
den Minoren seiner Komponenten bergestellt, die ebenfalls 
liber endlicbe Determinanten entspricbt. 
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Einleitung 


Im zweiten Abschnitt werden zunachst mit Hilfe der Erg« 
des ersten Abscbmittes die Differentialgleiclitirig fiir die Fredho. 
Determinante und die Integro differ entialgleichuiig fiir die IVI 
1. Ordnnng eines Lbsnngsfeldes der Gleicliung (A) bzw. fiir dess 
verses Feld aufgestellt. Sodann wird das System von Integrodi 
tialgleich ungen aufgestellt, dem die Miiioren 1. und ^ter Ordniu 
erwaiinten Lbsnngsfeldes geniigen, und das die Gestalt Fat: 


(B) 


A 

ds 


dz 


r ^ 


XJ{z \i,v) ='b{s\ i, 3 <) -\-j U{z 1 i, X)'b{z\X, oc)dX 

h, 




r = l s = l 

= 1, 2 • • • s — 1 , « + 1 • • • ?) 


1 p 




0 » = 1 


/ 


(' 


\ 

S, ^'^p ' 


Wie man sieb.^ tritt bier als Analogon zur Erbobung der Auza 
Gleicbungen in dein linearen Differentialsystem ein neuer Typi 
Integrodifferentialgleicbungen auf. Die Form der zweiten Gle; 
des erbaltenen Systems legt es nabe, es in der Weise zu verall 
nern, daB man statt des einen Koeffizieuten deren p verscbi 
bis x) einfiibrt. Man erbalt so das System: 


(G) 


A 

dz 


= -\-J^ JJj{z\i, X)hi(z\X,‘ic)dX (1=1 


dz 


r s 


I *«> I I 

'^p! r = l s = l 0 ! = l,‘JS'-'r-l,r + l---p 

fi = 1,3 • ■ • s — 1, s + 1 • “p 


1 p 




0 s = l 


h, ^1 

i, X \hXi!!\^,^.)dX. 




■p} "JB 


Da die Bebandlung dieses Systems recbt umstiindliob wird, f 
scbranken wir uns auf den Fall p = 2. Es wird clann gezeigt, dt 
allgemeine Lbsungssystem dieses Systems folgende Gestalt bat®) 


I Jcj = + %) + J Cl(^, A) U-^{z \ X, %)dx 

0 

1 

i 2, == 'Ui{s\ i, Jt) 4- C2(i, c^ii, X) U^{0 I A, jc)<:?A 

0 


4 7 ^1 
?2; 5C2 


C2 J Jig) (^ I '^27 ^1) ^1 (*2 7 ^1) ^2 (^ I \ 7 ^2) 


+ Ci 




I 

.{i„ X,) U, (^ i i„ xj +/{ I A, 


^17^1 


'igjA 


72(^1 A,%2)4 ‘Ci(*i,A) Ui{z\X,%^ 
C2(%7 ^) I ^ 2 , 3<l) CTsC^ I X, Xg) 

^l(^'2 7 ^) \ ^ 1 ) ^2('®^ I ^17 ^ 2 ) 

"t~ ^2 (^2? ^) ^1 (^1 *17 ^ 1 ) ^2(^ I ^7 ^ 2 ) I 

A' 


-m 

0 0 


1 7 
2? 


%7% 
*2 7 ^2 


7 ^t) ^i(^l ^*7 '^^dXdfi, 


ein partikulares Losungssystem 


wo {0 1 i, %), IT^{0 1 i, %), V[0 

bedeutet, imd auBer dem Nicbtverscliwmdeii der Fredholmsclien Deter- 
minanten von und U^(0\i,K) nocb das Nichtverscliwiiiden 

der .Fredliolmsclien Determinante von (— %j)U^(0\i^, k^^)) vor- 

ausoresetzt werden muB. v (0 


2, 5^ \ 

dagegen braucbt keiner Bedingung 

2 ^ 2/ 

f % \ 

miterworfen zn werden. c^{i, '><), soUen willktirlicb 

und von s unabbiingig sein. Fine andere Form des abgenieinen Losungs- 
systems ist: 1 

Ui(;2 1 2 , %) = XJi{0 \ i, %) -h Cy{i, x) -\-J^ c^(i, A) U-l{0 j X, x)dX 

0 

1 

U2 {0 I b 2«) = { 0 1 b Jfi) + Cg (i, %) -\-J c^{i, A) C/g {0\X,x)dX 

6 

(- l^) 

\ *2 7 ’*2/ 


SB 


! *17 ^i) 1 *17 ^*2) 

Ui(£? 1?2, 3ti) 112(^1 23, Kg) 


\*2 7 ^2/ 

+/l'(i;: i) “■<' I '■ 'I + “(fc ”') I ’■ '>1 “ 


#G 


17 

27 


U-y{0 I A, Xj) r/3(;ef j g-; X2)d^A(^fi., 



Jliinleitung 


WO ZJi; ZJai Cl, Cg dieselbe Bedeutung haben wie vorb 
willktirlicb imd von z unabbangig ist. 

Setzt man vorans, daB filr (z ] i, x) und &2 | i, 

lungen gelten: 

00 

\ (« I (« - «.)” 

/t = 0 
00 

I h 

7 ? = 0 

die fiir | — -So * ^ konvergent sind, so ergibt sic 

z = Zq bolomorpbes Ldsnngssystem in der Form 

00 

U,(z j i, %) k)(z - Zo)^ 

H=0 

eo 

C/j (z I i, %) («, x) (z - ^o)” 

yi = 0 



das fiir \z — Zq\<R konvergiert, und fiir dessen I 
lineare Rekursionsformeln erbalt^), in denen die Anfa; 

0p(i, ;c), willkurlicb bleiben. Ist insbe 

cp^{i, JC) = 0, 0o(b = 0, Zo Qg’ = 

so erbalten wir diese Rekursionsformeln in einer einfacl 
aiialytiscbe Fortsetzung dieses Losungssystems und da 
Losungssystems beim Umlauf um einen isoberten 
der Koeffizienten werden dann ganz entsprecbend 1 
fiir die Gleicbung (A) in der erwabnten Abbandlung i 
durcbgefiibrt ist.^) 

In dem FaHe, wo die Koeffizienten von z unab] 
sicb das allgemeine Losungssystem gemaB den vorhe 
mein durcb die beiden Yolterrascben Transzendenteii' 

1) Wegen der Pormeln fur cp^ und Tgl. Schlesinj 
Pomel (3). 

2) S. 101 ff. 
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W{z-z^\\ (i, oc)) = ^ i &i(«) (i^ 

71 = 1 
00 

W(0 - 00 1 - ^0^ 

n = 1 

wo Jc) und ic) die sogenannten iterierten 

bid. 

FaU 

\i,7C) = &2 I i, ;c) = & (^f I «, 3t) 

das System zuriick, dem die Minoren 2. Ordnung eines 
Ides von (A) geniigen. 

1 entspreckende Entwicklungen werden fiir die Gleichung 
1 

S) 1 I Q{^ I ^ ^ 2 ) j 

0 

hrt, die sicli zu der dritten Gleicliung des Systems (C) fiir 
halt, wie die Streckengleickung 
1 

= j* x{z \ X)a(0 1 X, '><)dX 

sldgleicliung (A). 

Auszug aus der folgenden Arbeit ist im Jahresberickt der 
. Mathematiker-Vereinigung 25 (3 916) erschienen. 

1. etwa Kowalewski, Einfiihrung in die Determinantentheorie, S. 514 . 


Erster Abschnitt. 


Uber die Minoren der Fredliolmsclieii Detei 

I. Differentiation der Eredliolmsclien Determinante nnd ; 

nach. einem Parameter. 

1 . Ein in bezug auf die reellen Yeranderlicben i i 
Inteivall Q stetiger Kern y{i, %) moge nocb ^ 

teren Yeranderlicben s abbfingen, nnd zwar werde d( 
wegen vorausgesetzt, daB %) eine monogene Funk 

plexen Yeranderlicben 3 sei. Man nennt dann^) y{0 \ i, 
genes Fnnktionenfeld der Yeranderlicben i nnd % beiB 
zeiger. Die Fredbolmsche Determinante Dy ist ebenfalls 
Yon nnd zwar, wie sicb ans ibrer DarsteRung") 

1 1 


(1) 


p=i 



y{^ 1 b; h) • 

• -2/(^1%; 

y {^ : s, h) ■ 



0 0 

sofort ergibt, ebenfalls eine monogene Fiinktion der k( 
anderlicben s. Wir fragen nacb der Ableitung dieser Fu: 

Urn diese Ableitung zn erbalten, diirfen wir die 
weise differenziereii, denn die Glieder dieser Reibe besitz 
leitungen, nnd die durcb gliedweise Differentiation er 
konvergiert gleicbmaBig. 

Die gliedweise Differentiation der Reibe (1) ergibt: 

1. 


dg 




0 0 




"t~ 


yWi,h) y'Wi^h) 
yWiA) yX^\h,s) 


di 


+ 


3 



y'WxA)yW\^h) yWiA) 
vWvh) yWvh) 
yX^\hA) y{^\hA) y{^\hA) 


4- 


0 0 0 

y^A^h) y{AhA)yXAhA) 
y^AhA) y{AhA) vXAy^A 
y{AhA) vWyX) yXAhA) 


+ 


y{AhA)yX 
y{Ayh)y\ 
2/(^h’8)b) yX 


cU^di^di^ in inf., 


1) VgL. Schlesinger, a. a. 0., S. 87. 

2) Vgl. etwa Eowalewski, a. a. 0., S. 462. 


Differentiation der Determinante nnd ihrer Minoren 
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Striche Ableitungen nach s bedeuten. Die einzelnen Deterini- 
werden nun nacb den Spalten entwickelt, in denen die Ablei- 
voii y stehen. In den y', die nur Yon einer Integrations ver- 
iben abbangen, wird dieselbe mit i bezeicbnet. In alien iibrigen 
icbnen wir die erste Integration sveranderlicbe mit i, die zweite 
.nd formen die mit ibnen multiplizierten Sub detenu inanten durcb 
Oder Spaltenvertauscbungen so um, daB in ibnen links oben 
sr Stelle das Element y(2\^, i) stebt. Die iibrigen Integrations- 
iiiicben werden in geeigneter Weise mit usw. bezeicbnet. 
bait so: 


1 

= / y'{z\i,i)di 
0 

11 11 

■| t {2 J f fy'{s'i,%)y{B\%,i)did% 
0 0 0 0 

i 0*^ \yWMy{^\h,h 

111 

- y\^M 


didi^di^ 


■ • in inf. 


0 0 0 


y{AhA)yWi7\) 


did%di^ 


urden diejenigen Summanden, die y'{z\i,i) und die, welcbe 

\i) entbalten, zu je einer besondereu Reibe zusammengefaBt. 
1 

r ersteii Keibe wird y' {p\i, i)di herausgezogen, und aus der 
1 1 « 

J j y' {s\i, ':^didK, was wegeu der gemacbten Voraussetzungen 


0 0 

' erlaubt ist. 


(IDyis) 

dz 

1 1 


0 *^ 0 ^ y[.Ah,H)y{^\h,h) 


di^di^ 


1 

-b • • • in inf. | ^y'{s\i, i)di 


1 C\y(sW,i^ y(s\%A,) 


/ \ 
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Erster Absehnitt 


Nacli Formel (1) ist die erste Reilie die Determinante selbst. 

Ferner ist^): 


( 2 ) 




d\ -J- • • • in inf., 


wo DA s 


das Symbol fiir einen Fredbolmscben Minor 1. Ordnung 

ist. Setzt man also fiir die Reiben die Werte (1) und (2) ein, so er- 
balt man folgende Differentiationsregel fiir eine Fredholmsche Deter- 
minante; 

1 1 1 

dDu 


(3) 


^ fyX 2 1 i, i)cli +Jj y'{ 0 \i, j ^^did:i. 

0 0 0 


Wie man siebt, ist diese Formel der Differentiationsregel fiir eine 
Determinante «ter Ordnung: 

n 71 

i,y.=l,2'- -n 

in der Yiy die zu ^eborige Subdeterminante bedeutet, ganz analog. 

3. Es soil nun die Differentiationsregel fiir einen Fredbolmscben 
Minor 1. Ordnung bergeleitet werden. 

Wir differenzieren zu diesem Zwecke die Reibe (2) gliedweise, 
was aus denselben Griinden gestattet ist wie bei der Reibe (1). 

Wir erbalten im j^ten Gliede unter dem (jp — l)facben Integral 
wieder eine Summe von p Deterrainanten, die jedesmal in einer Spalte 
Ableitungen von y entbalten. Die einzelnen Determinanten werden nacb 
diesen Spalten entwickelt. Die Bezeicbnungen der Integrationsverander- 
licben werden zum Teil in geeigneter Weise geandert, und diejenigeii 
mit den y' multiplizierten Subdeterminanten, welcbe dieselben Ele- 
mente entbalten, durcb Zeilen- oder Spaltenvertauscbungen auf dieselbe 
Form gebraebt. Dann werden jedesmal diejenigen Glieder zusammen- 
gefaBt, die einen der Ausdriicke 

1 1 

U{^ I i), f 1 fy'{z 1 5c, X)dX, 

0 0 
1 11 

fi/{z\X,l)dX und fj"y\z\X,ii)dXdy, 

0 0 0 




■- y(^\h,h}y(^\h>h)* 


0 0 1 


)dX\y{z\%,X) + jy 


+ • • • in inf. | 
y(B\%,X) y{s\%,^) 

yWiA)y{Ah,h) 

1 1 


di^ 


0 0 

+ • • • in inf. 



y{z\%,X)y{z\%,i^ y{z\%,%^ 
y{z\s, X)y{z\s,i^)y{z\u^,i^) 


d\ 


d\ di^ 


yWv^) yi.Ahyh)\ 


y(z\l,i) y{z\X,\) y{z\x,i;) 

y{Ah, ^)yWvh)y{Ah,s) 

y(3\i^,i) y{^\h,i^ 2/(^h'2,*2) 


di^ di^ 


+ • • • in inf. 


+ 


y(0\%,i) y{z\^, 


+ 


.1 f 

\y(.^\h,'^)yi^\h,h) 

0 0 

• • • in inf. I J^y'(z\X, X)dX 


y{z\%,i) y{3\^,id y{z\^,h) 
y{^\h,i)y{Ah,h)yWx,h) 
y{z\h,i)y{Ahih)y{Ahyh) 


d\di^ 


,y.)dXdy\ 


y{2\%^i) y{^\^,x) 
y{z\ii,,i)y{3\y,,X) 


+ 


1 ! 


y{z\'x.,i) 2/(^l3c,A) y{2\x,i^ 

y{Ay',i)y{Ay'y^) y{^\y',h) 
y{^\v)yWx,^)y{^\h,h) 


d\ 


+ • • • in inf. 
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Erster Absctaitt 


Beriiclcsiclitipjt man iiier die Formeln (1) uiid (2), sowie di 




, In 


y(^\^o^,h) y(.^'.^2}h) I 


+ 


yi^l-ni, h) y {s \ y^i, h) y{^W,h) 

y(^',>i2,h)yi^\ ^ 2 . * 2 ) y 1 ^2) h) 

y{z\ 2/(^ 1 y{^\^v^i) 


dL -j- 


wo D ( ^ ) das Symbol fiir einen Fredbolmscben Minor 

y \ Xj_, jfgy 

nung von y(0li, y) ist, so erbalt man 
d 


( 6 ) 

1 

-f[y'i^\^, 1 ^)^v{ 

0 

1 11 


dl 


+ 


0 0 


3. Wir woUen nnn nacb derselben Metbode nocb die A1 
eines Fredholmschen Minors 2. Ordnung berecbnen. 

Wir verfalireu zu diesem Zwecke mit der Eeibe (4) ga 
sprecbend wie mit der Reibe (2) in ISTr. 2. Wir differenzier 
die Reibe (2) gliedweise und entwickeln die entstebenden Determ 
nacb den Spalteu, in denen die Ableitungen von y stebeu. 
werden, nacb geeigneter Anderung der Benenniingen der Integ 
veranderlicben , diejenigen mit y' mnltiplizierten Subdeterm; 
welcbe die gleicben Blemente entbalten, durcb Zeilen- oder k 
vertauscbungen auf dieselbe Form gebracbt. Ferner werden die 
die einen der Ausdriicke: 


y\^Wh), y'{A^2,h), y\^\^uH\ y\^\^2,h)] 

1111 

Jy'{z\X,i^)dX, Jy'{s\X,i^dX, J y'{s'^ X)dX, Jy'(z\x^^, X)i 
000 0 

1 1 1 

jy'{s\X,V)dX und fj'y' {s\X) y)dXdii 
0 u" 0 * 

entbalten, zu je einer besonderen Reibe zusammengefaBt, un 
Ausdriicke selbst jedesmal vor eine Klammer gesetzt. 
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eriicksicktigt man dann die Formeln (2) und (4), sowie die Dar- 
Lg eines Fredkolmscken Minors 3. Ordnung^): 


h, h\ 

I 


y{^\^x,h) y(.^\^iyh) 

y I h) y I ^ 2 ; h) 2 / i ^ 2 » h) 

y{^Wh) yi^\^yh) y{^\^yh) 

1 

y I ^i; \) y I h) y{^ 1 h) y 1 '^ii, 
y(z\v^) y{AVi) y{A^%,h) 
y{^\^yh) y{A^yh)yiA^yh') y{^\>^yK) 

2/(^l^i>k) 2/(^i'^i;*2) 2/(^1 ^ 3 ) 2/ i ■^17 ■^ 1 ) 



alt man: 


dX^ 


in inf.. 


— D 
dz-^y' 


f h, h \ 

\ '''J 


^ y\z\xi^,h)By{s ^'3 

- y' 


U, L 




I * A 


Ui , 


•\-y'{z\%^,X)J)y 


*17 '^2'\ 1 

5C,, yl 


dX 


1 11 

0 00 17 Jir- 


wie man sofort aus den Reihendarstelluiigen sielit: 


benso 



:. Es wiirde keinerlei grundsatzlicbe Schwierigkeiten bereiten, die- 
n vorangegangenen Nummern angewandte Metbode zur Heiiei- 
der Differentiationsformeln fiir Fredbolmscbe Minoren beliebiger 
ing anzuwenden. Indessen wird das Verfabren bei Minoren boberer 
mg sebr urastandlicb. Baber soil im folgenden ein Satz berge- 
werden, der es ermdglicbt die Differentiationsregel fiir einen Mi- 
eliebiger Ordnung in einfacberer Weise abzuleiten. 


Br lautet^j: 


( 7 ) 




S 

^1; ^2 








Wir beweisen diese Pormel zanacbst fiir p ~2. 

Zwiscben den Fredholmscben Minoren erster und zweii 
besteht die BezieBung^): 


(8) -D. U 




5Cj, 1) D 


■h, i 


1> ‘2 


X, %, 


'jdX = — y(0\‘Ki,i 




Diese Gleichung kann als lineare Integralgleicbung fiir 


als Funktion von jjj aufgefaBt werdeii. und spiele: 

von Parametern. Der. Kern der Integralgleicbung ist y{i 
Fredbolmscbe Losung von (8) ergibt: 




+ / — 7^' 

*y 

0 

Wir multiplizieren bier mitD (^) und verwenden dann die I 


(9) y{s\ii,i)I)^(d) + J y{s\X,i)I)y 

So folgt: 


dX = - DA 0 




l-t , la 




D. 


DA^ 


D. 




Fiir beliebiges p beweisen wir die Formel (7) durcb einen 
p — 1 auf p. 


1) Dieser Satz stammt von Plemelj, Monataliefte f. Math. u. Pi 
S. 101, Formel (10). P. bemitzt die Formel zur Definition der Min 
Ordnung. — Vgl. auch Hahn, Jahresber. d. dtsch. Math.-Ver. 20 | 
Formel (27). 

2) Vgl. etwa Eowalewski, a. a. 0., S. 486, Formel (4) fur p = 

3) Vgl. etwa Kowalewski, a. a, 0., S. 474, Formel (15). 
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3 sei also vorausgesetzt, da6 



‘^-A= dL 



A 

IV 


• -p — l 

)estelit zwischen den Fredliolmsclieii Minoren (p — l)ter und 
rdnung die Beziehung^); 

1 

-r\ f 1 ^"o • • • / I „ \ Tnv / i 1 « 


0 i ^ p 


1 . 2 , 


Heichung fassen wir als lineare Integralgleichung fiir 

dL h,h-iA 

» \ Xj, % . . . X/ 

iktion von auf mit dem Kerne Die Veranderliclien 

• *jo5 ^ 2 ; • ‘^p Parameter zu betrachten. Die Pred- 

iie Auflosung dieser Dleichung gibt: 


J) iz 

\ I Jt2; ^8“ • ’^p ^ 


L *>’**■■ 

■h) 

\ ^21 ^3 • ■ 

■•V 


Vg, /l.g . . . /Vp 


4y [- 

” H 1- (— 1)^2/ (^1^; ^ _ _ X ~0_ 


iziert man bier mit und setzt man fiir die Minoren 

iter Ordnung ihre Werte aus Formel (10) und fiir die mit ihnen 
Lzierten Ausdriicke ibre Werte aus Formel (9) ein, so erbalt 




*i; h • 

3Cl, 5«2 




= -P 






y = 1, 3 • • j) 
(i'=2,8 • . .p 


_| _|_ (_ ij9y 



X = \,V,---p-l 
^1 = 2,8 ■• 


Hier ist aber die recbte Seite nichts anderes als die Entwicklung der 
Determinaiite 


DAz 




ff,/9 = l,2- • -p 


nacb, der ersten Spalte. Wir erbalten also die Form el (7), Wenn diese 
B'ormel fur die Minoren {p — l)ter Ordnung gilt, so gilt sie also auck 
fiir die Minoren pter Ordnnng. Nun ist sie bewiesen fbr jjp == 2, sie 
gilt also allgemein. 

6. Wir differenzieren Formel (7) nacb. z. Die dabei recbts auf- 
tretenden Determinanten denken wir nns nacb den- Reiben entwickelt, 
in denen die Ableitungen der Minoren steben und erbalten so: 


(P 


i)jDr^ 


W-o,(* 


*15 *3 • • 

--D 

dz y 


dz 


V 


*15 h • • • *p ^ 
Jtj, J«2 . . . xj 


P P 

7- — i « = 1 


DAz 


« = 1, 2 ' 


)* 4" 1 

1, 


~ D 
dz-^y 


Gl*,)- 


Hier werden fiir die Ableitungen der Minoren 1. Ordnung die Aus- 
driicke aus Formel (5) eingesetzt und beriicksicbtigt, daB nacb For- 
mel (7) 










dPyj z) 

dz 


L\h,H ■• 


\ 1 iC^j jfg . ■ 

..% / 


y dz y\ 


^^-h/{z\%J,)By{z) Dy{s 


-^y'iA-., i) J(- I i") I i>,(. 1 1 ; 

5 = 1 r = 1 ' \ ' /5> 

i'ivi)-i>,(-|i,)h.('li)l 

= 1 *=1 ^ \ I (?/ I 




= 1 *= t 


'i'.<‘)l'>.(-l3i2'(-i)-A(*|i. 

r = ls = l ^ 


D U 
A 


ttr=l,2'--r-l,r + l---jj;/^ = l,2'.-4 — l,4 + l--.jj 

dung der Formel (7) erhalt man fiir einige der tier auf- 
imen folgendes: 

/-—I ^ 


AAvrAAvr 

u = 1,2 • • -r — 1, r+ 1 • • -p 
/^= 1 , 2---4 — 1,4 + 1 - 


'.G iO i“' 


a = l,2 ■ • • r- 1, r + 1 • • -jj 
^ = l,2...4-l,4+l---i5 


V I . X . . . Kp/ 


A I *:) I I ” ti'.v.i)- 


a = l,2 • • - r- l,r + 1 • • - 
/:/ = l,2’--s — 1,4 + 1- -- ^ 


+*i) [z B U 

A jf.y -^A 




a = 1, 2 • • • r — l,r + 1 • • • jrj 
/^ = 1 . 2 - . ,«_i. * 4-1 — 


2^. 


r=l 


V. 






=2^. 


r=l 


B. 




a = l,2 - ■ - r — lir + l- • -p 
(i = l,2---s-l,s + l'--p 


P'J \ 

i = t, ,),••• P. •• • «■ 


x = }!^,Xi-Xr---y.„ 



M i B (b 

*) 

\ 

{^J 1 n 

xj 


i — 2*1 f '^*2 • ■ * 2*7* — 1 J + 1 ■ * * 






2 = ,2 


x=^y.j_,y.„---y. ,(.1. 


Y=1,2---P 
6 = 1,2--'P 


“ - 1 1 i;:: 1 1) + I l>r 


^1, ? 


'1? '2 


%2 . 


Dieae Werte setzen wir in Grleiclning (*) ein und ebenso den 


von aus Formel (3). Wir erhalten so: 


( 12 ) 


A 

dz 


p p 


b(z 

•>\ 3(i, Jfs • • • 

■J{^y\AhK)^y{f 


r = l 4 = 1 
1 


h} h - V-ij V+i ' - ‘^p 


i-l, ia - .. X ... 


V ‘'2 y 

Xg . . . . . . Xp. 


4=1 


P 


+ ^y\ ^ 




II. Die Minoren eines komponierten Kernes. 

Bestelit zwisclieii den Feldern t)(«, 3«), y(i,^) und c(i,}c) die 
ling 

1 

i) == y{%, i) + i) + fy{itf X) c{X, i)dX, 

0 

nt man '()(%, i) ans i/(}c, i) und c(x, i) komponierfc nnd schreibt 
ziehung (13) aucli symbolisch.^) 

0 } = {y{y^,i)] [c{y,i)]‘ 

it 

«)}-"= { c{%, i) ]-^[y{%j i) } 
das inverse Feld oder der losende Kern zu 


i ebenso 



\Ml)\ 

{!)(:«, i)}“"= 1 

\^/ > 
[ Hi,”) 


[ H, J 

1 

H,(*)) 


i Dy J 


wir diese Ausdriicke in Grleicbung (14) ein, so erkalten vrir 


r'B, I I 'Bril i>, I 


mfiihrlicb gescbrieben 


^.(i) _ A.(;) B„(;) 

' JA, ' i;, By Dr. D,J 


- dX. 


jrmittels dieser Grleicbung und der Formel (7) kann man nun 
cbwierigkeit eine Darstellung der Fredholmscben Minoren eines 
lierten Feldes durcb die Fredholmscben Minoren seiner Kompo- 
geben. Da die Recbnung aber in dem allgemeinen Falle eines 
beliebiger pter Ordnung recbt nmstandlicb wird, so soil das 
:en bier nur filr den Fall p = 2 durcbgefiibrt werden. 

IS Formel (7) ergibt sicb 


Di, 


Dv> D^ 


Hi) Hi) 


Vgl. Sclilcsingcr, a. a. 0., S. 106. 

Vgl. etwa Kowalewaki, a. a, 0., § 183 S. 47411. 



) uuu ernaiien so: 



ssen sich. die p-reiliigen Determinanten einer komponierten Ma- 
ear und komogen aus Determinanten einer jeden ihrer Kompo- 
zusammensetzen. Um auch kier zu erreicken, daB die Minoren 
nzelnen Komponente linear mid iikerdies die Minoren der bei- 
mponenten gleickberecktigt in dem Ausdruck fiir den Minor 
nponierten Feldes auftreten, formen wir das auf der reckten 
er Gleickung (16) auftretende Doppelintegral etwas um. 
ist namlick 



die beiden Summanden unter deni Doppelintegral ja nur durch 
ckung der Integrationsveranderlicken untersckeiden. Nun ist 



Vgl. z. B. Kowalewski, a. a. 0., S. 72, Satz 26. 



nach Formel (7). 

In (16) eingesetzt gibt 


(16 a) 




75i) 


D 


F- + 


x>,. 


j 

^ D. 


B, 


+ 


B, ■ '~~B,j ■■ ~B, 

bJ^A bJ'^A 

’'Vtl ”VJ 


Bn 


-D. 


Bn 


+ 


J r "!>; ■ Bn b: b. 


+ 




D. 


Bn 


+ 


D. 


Bn 


+ 


1 /‘F&’IF'G’ 

dJ 

0 0 


In dieser Grestalt la6t sich die Formel ancli durcb den Fredholi 
Grrenziibergang aus dem oben erwabnten Determinantensatz direl 
leiten. 

Eine weitere Form der DarsteUnng, die zwar etwas wenigei 
sicbtlich ist, aber fiir spatere Untersucbungen (Z-weiter Abscbnii 
von Nutzen sein wird, erhalt man, wenn man in der Gleichu 
die Ausdriicke in der dritteu und vierten eckigen Klammer unte 
ersten Integral anders ordnet und die iibrigen eckigen Klammei 
mittels Formel (7) umformt. Es ergibt sicli so 






Zweiter Absclinitt. 

liter eine neue Art von Integrodiflerentialgleichnngen. 

I. Die Differentialgleloliiing fttr die Predliolmsolie Deteminante uad 
die IntegrodifferentialgleiolLungea fiir Hire Minoren. 

1 . Es sei 2/(^1 Lfisuiigsfold dor Pt^ldgloioluiiig 

(17) ^ j y(p\i,X)a{s\X,K)dX. 

0 

Wir difleronziorou die /u y(^ 0 \i,%) gehorigo J'’redli()liTi;Ht*lio UotiTuunante 
J)y{0) nacii Eormol (3) uiid bortlcksiclitigen dabt'i, daB i/( 0 \i\x) oines 
Losiing der Iiitegrodifferentialgleichung (17) soin aoU 

1 

Q 

1 1 

0 0 

1 

“f" j 1 

0 

Nun vorschwindet abor dor Ausdruck in dor goHoliweiftcn Klumnior 
nacli Eormol (9). Wir orhalton also 

1 

(IK) '“’lf-^J>,(0)fa{0\i,i),ii 

0 

und durcb Aufldsmig die woitero dloichuiig’ 1 

? 1 

Ills i,l)>U 

(19) e'o ” 

Diose Formel ist einem von Jacobi^) in der Thoorit^ dor liiiaaren Diffe.- 
rentialsysteme aufgestellton Satze analog. 



2. Wir dijfferenzieren jetzt den Minor des Losungsfeldes 

y{z\i,%) der Integrodifferentialgleichung (17) nach Formel (5) imd er- 
lialten bei geeigneter Zusammenfassung 

dz y\ 

1 1 

= - a{z\x,i)Dy{d)-J J 2{z\l,X)dl 
0 0 
1 1 

-J + Byi^Y^ + f y{z\y,X)I)y{0 
0 0 
1 1 




X 


wobei davon Gebraucb gemacbt ist, daB 




Nun verscbwindet der Ausdruck in der ersten Klammer nacb Formel 
(9), und der Ausdruck in der zweiten Klammer nacb Formel (8), wenn 
man dort iiberall y( 0 \i,%) dui'cb y( 0 \K,{) ersetzt. Wir erbalten also: 


1 

dz^'y 


(20) ^DA0 


1 ^ 1 . 
-J By(0 '^^a{0\ic,X)dX + Dy{0\l^^J a{8\X,X)dX. 


Urn nocb eine Vereinfacbung zu erzielen, bilden wir 


d ^y 


(*|i) 


d 


dz JDyiz) XDy{z) dz 


D. 




JD 


k) 

dz 


Setzen wir recbts fiir die Differentialquotienten die Werte aus (18) 
und (20) ein, so ergibt sicb 


dz I>y{z) 


d 


= — a(z\%,i) — 


Dy{Z) 


a(z\%, X^dX. 


( 21 ) 
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Zweiter Abschnitt 


BJz 


Der Ausdruck “j) geniigt also der Integrodifferentialgle 

1 

(22) + j* U{^2\i,X)d{0\X,}c)dX, 


in der 


'h{z\i,'it) = — a(s\ %, i) 

ist, nnd welche die zn (17) adjungierte Grieicliung keiBt.^) 

3. XJm nunmekr die Integrodifferentialgleicliung fiir die 

scken Minoren 2. Ordnung zu erhalten, wird der Minor D, 

nach Formel (6) diflerenziert unter der Voraussetzung, daJ 
ein Ldsungsfeld von (17) ist. Nach zweckmafiiger Znsamn 


erkalt man so 




-dJs 

h) h 

dz y\ 

^IJ ^2/ 









0 

1 

0 

1 

+ f 

0 

1 


+ 


■f 


0 


1 1 


Die Ausdriicke in den Klammern verscliwinden mit Ausnakme des 
ersten, wie man aus Formel (11) far p'= 2 und jp = 3 erkennt, wenn 
man dort uberall an Stelle Ton y{3\i,oc) sich y(z\'K,i) gesetzt denkt. 
Ea ergibt sicb. also 




(23) rM^lkX) 

= + Z)„(« 

1 

- “J i ^) 

0 

1 


Wir bilden zum Zwecke der Vereinfacbung dieser Grleichung 


dz 


JDt 


Dy {z) Dy iz) dz-^A ~ JDy^ (^) d z W- 


Setzt man bier die Werte der Differentialqnotienten aus (18) und (23) 
ein, so erbalt man 

*11 h \ 

Xj/ 


(24) 


d 


dz Dy {z) 


Dy \ Z 




Dy { Z 






i;-^) + Dy(z) il)j 




A ^y\\v) \ I ■«, x ; 

Die Ausdriicke — )) “ uiid — geniigen also folgendem Sy- 

JJy Uy 

s+.fim vnn Tn+;p(Trnrii-ffp.i*finf.in.lcflAinlmTi(Ton 



i, %)dX 


(25) 




ds 


FU 




tij 

! ^2 


U { 2 ! ^2, 5fi) & 1 «i, ^< 2 ) + 1 ^' 2 ? ^ 2 ) ^ 1 «i; ^ 1 ) 


1 


wo wieder 
ist. 


&(^|t,;t) = — a(0\ic,{) 


4r. Es ist jetzt leicM, das in der vorliergelienden Nummer ge- 
wonnene Ergebnis zu verallgemeinern. Setzen wir namlicb wieder vor- 
aus, dafi y( 0 \i,x) ein Ldsungsfeld der Grleicbung (17) ist, so ergibt 
sicb aus Formel (12) bei geeigneter Anordnung 


d 


jD.U 


*1) ^2 • • • ^' 


dz y\ I JCi, j«o . . . 5«, 


1 p .... . . . ^ 

0 “ 0 

+J(- 

r~l 0 

« = ! ^ 

/,(. I, I 

0 ^ 

1 


//j, 2-2 ••■ 'V-i; V + 1 ••• 


b , '*'2 • . ■ 


+ 


0 


4" 


1 1 

J j" »(«i^,/i){ 




0 0 


X, ... 
fl,}Cl,JC2 
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Nun folgt wieder aus Formel (11), da6 die beiden Klammerausdriicke 
verscliwinden. Es ist also 


(26) 


— D 

dz y 


p p 




= ^ (~ 1)'' v’ V i) 

0 ' 0 
Zur Vereinfachung dieser Gleiclmng bilden wir wieder 


i"' 

dz 


/ V h 1 h • 

■ '^p\ 


Alp' 


1 d 


By{z) 


BAz 


jDy{z) dz y 


\ x^,x^...xj 




Dy\z) 


dz y 




und erbialten, indem wir recEts fiir die Ableitungen die Werte (18} 
und (26) einsetzen 


(27) 


p p 

=2’2’(-ir- 

r = 1 « = 1 


. Dyfej * 1 ’ 

\ I ^ 11^8 ••• 

dz By{z) 

JDyizV^' ^2 ••• V-l< V + 1--- V) 

- 1 jH,, Xg... ... Xp/ 

Bij{z) 




-It 

?r » = i 


~Btj{z) 


a(0lx^, X)dL 


Beriicksiclitigen wir nun noch, daB nacb. Formel (7) 


i),\ 

H 

*11 H ■■’ ‘*3 1 > */• + 1 • • • *P ) 

1 1 ^2 • ■ • — li + 1 • • • ^p} 

1 

By ^Z 


JDy {Z) 

By\ 

'A 


cc = l, 2 - ■■r — l,r + l ■ ■ -p 
= s- 1 , S + 1 ---P 


SO ergibt sich. aus (27) 

('97o\ ^ ^ \ I ^1 1 ^2 • • • ‘^ pl 

dz ~i>y{Z) 


p p 

r= 1 l s = 1 


I>y\ 

('1 

V/ 

By{Z) 




a = l,2-- -r— l,r + l-'-j5 
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Die Ausdriicke 


dJu; , ByL\ ** M 

■^A «/ und -^V I %,«3 ...xp/ 


genugeE 


By is) Dy (^) 

gendeu System von Integrodiiferentialgleichungen 

1 


(28) 


d 

ds 


= hi/lifU) J U{z\i,X)'b{p\. 


ds 


V\ 0 


*17 ^1 


P P 






s-1, jr + 1 




. S 


*1; ^1 \ 


... \ 

si ^ 


b(0l^,x 


*p ; ^p' 

'b{0\i,oc) ■== — a[0\ic,i) 


wo wieder 
gesetzt ist. 

5, Man kann der Feldgleickung (17) die Gleickunj 

1 


(29) 


die sogenannte Streckeugleicliung, an die Seite stellen^) 
eine in bezug auf die komplexe Veriinderliclie 0 monog 
zng auf die reelle Veranderlicke %, den Stellenzeiger, ii 
0 ^ 5c ^ 1 stetige Funktionenstrecke bedeutet. 

Die zu der der Gleichung (17) adjungierten Gleicl 
ziierte Streckengleickung 

1 

=J* P{0\X)'b(0\X,%)dl 


(30) 


keifit ebenfalls zu (29) adjungiert. 

Wir wollen nun die in der zweiten Gleickung de 


auftretende Funktion F| 0 




1; '^1 




ebenfalls ein Funktio: 


wobei aber im Auge zu bekalten ist, daB an Stelle des 


Verallgemeinerang der Integrodifferentialgleichungeii 


29 


zeigers % die p Stellenzeiger treten. Vi 0 






ist also 


nach dieser Auffassung ein Funktionenfeld mit p Paaren von Stellen- 
zeigern. 

/ 

Die Punktion Qi 0 •; 1 ware danacli entspreckend als eine Fnnk- 

tionenstrecke mit p SteUenzeigern zu bezeicknen, und der zweiten Grlei- 
ckung des Systems (28) wiirde die Streckengleickung entsprecken 



der zweiten Gdeickung des Systems (25) also insbesondere die Strecken- 
gleickung 


(32) 


dz 





q(^ 


dX. 


Es sei scklieJBlick nock erwaknt, dak im folgenden aUe vorkom- 
menden Funktionenstrecken und -felder als stetig in bezug auf die 
SteUenzeiger und als monogen in bezug auf die komplexe Verander- 
licke 0 vorausgesetzt werden. 


II. Verallgemeinerung der aufgestellten Integrodifferential- 
gleidningeii. 

6. Die Form der zweiten Grieickung des Systems (28) und beson- 
ders die Form der ikr assoziierten Streckengleickung (31) legt es nake, 
diese Gleickungen in der Weise zu verallgemeinern, daB man in der 
imter dem Integralzeicken stekenden Summe in jeden Summanden ein 
anderes Koeffizientenfeld 'b,{ 0 \l,%^ einsetzt. Diesen p Koeffizientenfel- 
dern entspreckend treten dann an die SteUe der ersten Gleickung des 
Systems (28) p -Feldgleickungen mit je einem Paar von Stellen- 
zeigern. 

Wir setzen das verallgemeinerte System also in folgender 



(33) 




a A {jL=i,%---p) 


dz 


F 


h, % 




p p 




hp 

^J2 


r 0 


a = l,3 ■ ■ -r ~l,r + l- --p 
^=1, 2--'S— 1, « + l- -- J5 

h} ' 




Der letzten Grleiciiung dieses Systems entspriclit die Streckengleichung 


(34) 




0 »=1 


/ 




z 

1 


^*+1 


^p / 




Die Bekandlung des Systems (33) und der Gleichung (34) ge- 
staltet sick im Falle eines beliebigen p recbt umstandlicb, und wir 
werden uns daber im folgenden auf die Bebandlung des Falles p ~ 2 
bescbranken. Es scbeint jedocb, daS sick alle in diesem speziellen Falle 
angewandten Metboden und Scblasse obne grundsatzlicbe Scbwierigkeit 
auf den allgemeinen Fall iibertragen lassen. 

Wir werden uns also im folgenden mit dem System von Peld- 
gleicbungen 

1 

~ UMh = \ (^Ib +j ^Mh (^1 

0 

1 


( 35 ) 


C/) 1 * 2 > ^i) \ (^ I b; 5*2) 

+ ZTj (^ 1 3(2) I %) 

1 


( 36 ) 


A. 

dz 




h ^i) + q(^ 




bescliaftigen. 


III. Die allgemeine Losung. 

7. Die allgemeine Losung der Feldgleicbung (22) wird durcb die 
Formel dargestellf-) 


(37) = TJ(z\i,%) d- G{i,%) -j- J c(i,X) U(z\X,%)dX, 

0 

in der U{ 2 \i,%) eine partikulare Losung von (22) mit nicht verscliwin- 
dender FredholmscFer Determinante, und c(i,%) ein willkurliches Kon- 
stantenfeld bedeuten. Die allgemeinen Losungen der beiden ersten Grlei- 
cbungen des Systems (35) werden also durch entspreckende Formeln 
dargestellt. 


Um das allgemeine Losungssystem von (35) zu erhalten, miissen 
wir nock die allgemeine Losung der letzten Dleickung dieses Systems 
aufsteUen. Da diese Gleickung aus der Gleichung fiir die Minoren 
zweiter Ordnung eines Losungsfeldes von (17) entstanden ist, so wird 
anzunekmen sein, da6 die Formel fiir die Minoren zweiter Ordnung 
eines komponierten Feldes einen Ansatz fiir die allgemeine Losung 
geben wird, und zwar zeigt es sick, dafi man von der Gestalt (16 b) 
dieser Formel auszugeken kat. 

Wir erkalten somit fiir das allgemeine Losungssystem von (35) 
folgenden Ansatz 


1) Vgl, Sckle singer, a. a. 0., S. 99, 100. 
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(38) 


1 

Vi^(^0\i,%) = Ui(0\i,'A) + A) >c)c 

0 

1 

^sW}^) = + f hih^) U^i^\X,x)c 




2n, 5i 


'2> ^2 


_ F(;S 


— Cg (ii, Jig) Ui {s 1 s, Jii) — Cj (ig, %) Ug I ii, Jig' 

+ ^2 (*25 %) (^ 1^1? ^l) 

0 

+ Cl (ii, A) CTi (^ I X, jii) C/g (^ 1 ig 
Cg (^15 ■^) C(i. (•^ I ^2? ^l) ^2 (^ M 

Cl (^^’g, A) CTi (■^ ^2 ('®' I ^*3 

“h ^2 (^' 2 ? ^) ^1 (^ I ^"iJ ^ 1 ) ^2(^1'^ 


+ 


1 1 

Z7] {0\X, jii) CJg (^1 Xg) dXd^. 


0 0 


wo also Ui{0\i,%), y{f partikulares Losung 


von (35) bedeutet, nnd auBer dem Nicbtverscbwinden der Fi 
scben Determinanten von Z7i(^i^, Jc) nnd ?72(^|^, x), wie sicl 
wird, nocb das Nicbtverscbwinden der Fredbolmscbeii Detei 


von (— Z7i {z I Xi) ZJg (0 1 ig, Xg)) vorausgesetzt werden muB. V (^0 
gegen braucbt keiner Bedingung unterworfen zu werden. Ci (i, x) 


!? ) sollen willkurlicbe Konstantenfelder bedeuten. 
V^i) ^ 2 / 


Da wir bereits wissen, daB lli(^|«, x) nnd U 2 (^|^, x) bzw. 
gemeinen Losnngen der beiden ersten Gleicbungen von (35) 
haben wir uns nur nocb mit der letzten Grleicbung dieses Sys 
bescbaffcigen. Wir beweisen znnacbst, daB diese Gleicbnng d\ 

ftTTa4:/iTVi "Kii-fVio/l'ifi*'#' Txrii*/! 


Hjl I %j ^i) ^2 (^ Ki j ^ 2 ) "i” ^ I ^2> ^ 2 ) ^1 (^ I *1; ^ 1 ) 

1 

0 


ist der erwalmte Beweis erbracM. 

?^ir weisen jetzt nach, daB jede mit Ui(^I^, «) und \X^(z\iy'i() zu- 

/ X \ 

sn ein Losungssystem von (35) bildende Losung %) 

I Gleicbung von (35) sicb in der Form darstellen lafit, die durch 
;zte Grleicbung von (38) gegeben wird. 

is seien TJ-^{z\i,%), XJMh^)x 


J'j zwei Losnngssysteme von (35), und Ci(i,o<), c^(i,yi) die 
die beiden ersten Grleicbungen von (38) definierten Konstanten- 


ii'^ir denken uns C j durcb die dritte Grleicbung von (38) ala 
Lon von 2 definiert. Diese Gleicbung ist eine Integralgleicbung 

f % 

^ r ) ^^nd ist, wie wir spiiter seben werden, nacb der unbe- 

m Funktion auflosbar, wenn vorausgesetzt wird, daB sowobl die 
ainanten von TJ-^{ 2 \i,y) und U 2 {s\%oi) als aucb die Determinante 
~ (J^x^^\hj'^d Null verscbieden sind. In diesem 

zeigt die Fredbolmscbe Form der Losung, daB CI 0 
renzierbar ist. 

^r differenzieren nun die letzte Gleicbung von (38) und beriick- 
[en links die Gleicbungen (38), recbts die Gleicbungen (35). Bs 
sicb nacb einfacber Reduktion 


— c(« 

Az \ ^ 2 ,%/ 

1 

0 

1 1 

+// = 0 . 

0 0 

3t eine lineare bomogene Integralgleicbung fiir ^ C' j - 


Urn sie auf eine Form zu bringen, in der die unbekannte Funk 
nocb unter einem Doppelintegral auffcritt, macben wir in (39) ( 
stitution^) 

(40) 




^1 , X \ 

^2/ Dux{ 2) 


-{■ g){0 


__ 

^ / 


bJz\1 


Wenn dann nocb links 


1 1 


addiert und subtrabiert wird, so ergibt sicb 






+ '~DuA^' 

0 

1 


c 


jdJz^] 


DuM 


1 


DuJzr. 


n Ift y 




+ (01;., X, )[£/,(.! A, + 

1 ^ 

/ JDu 


Bu^{z) 


Nun verscbwinden die Ausdriicke in den eckigen Klammern ni 

/ “i \ 

mel (9). Also erbalten wir fiir die lineare bomoge 

gralgleicbung 




1) Vel. Siniffallia, Eendic. del E. Istit. Lomb., Ser. II Vol. 44 flSl 






(— niclit identiscli verschwindet, so folgt daraus 


(p\z 

Tind dann aus Grleichting (40) 




c 


/ip 

\S) ^2/ 


%j % 

hi ^2 


= 0 , 


= 0 . 


erweist sicli also als Konstantenfeld. 


Damit ist bewiesen, da6 das System (38) das aEgemeine Losungs- 
system von (35) ist. 

8. Sind C7j(^!|i, 3c) nnd bzw. Losungen der beiden ersten 

Gleicbungen von (35), so ist 

,,,, rr / I- ^ rr / I- ^ 

( 41 ) 

ein Losungssystem von (35). 

In der Tat ist: 

[C^i (^ Ki? ^i) I h} ^2) 1 hi ^1) ^2 1 hi ^2)] 




+ 




! hi ^ 1 ) ^2 1 h} 

Ut{0\h,^i)U2{^\hi^) 

Diese Tatsache konnen wir dazu benutzen, um dem aUgemeinen 
Losnngssystem (38) eine etwas einfacbere Q-estalt zu geben. Wir geben 
dazn von dem partikularen Losungssystem (41) aus, setzen also in (38) 

y{ 

Ferner addieren und subtrahieren wir auf der recbten Seite der dritten 
G-leicbung von (38) den Ausdruck 

^1 ('^17 h (hi h) ^1 (h) ^1) h (hi h) 

1 

■f" J* I (h) h (hi ^2) h (hi h (hi ^a) (^ 1 %) 

0 

"b h (hi ^ 1 ) h (hi ■^) h (hi ^ 1 ) h (hi ^2 (^ 1 ^1 ^ 2 ) | ^ ^ 

1 1 

+ J" J[h(hi^)h(hif^) — h(hi^)h(hi^) 1/^(0 did fi. 



hi _ 

Ul(0jh,Xi) Us(^lhl^2) 


hi hJ 

1 hi ) ^ 2(^1 hi ^ 2 ) 


0 0 


Aus der dritten Gleichmig von (38) wird dann nacli geeign 
sammenzielimig 


^2 


1 

= ZJj I 5«i) H- Cl (ti, JCi ) + yCl (ij_, A) ?7i (0 1 X, %) 

0 

1 

~t“ ^2 (^' 2 ? ^ 2 ) ”1“ ^(^1 ^ 2 )^^ 

0 "^ 

1 

^ I ^2? %) ~l“ ^1 ^ 1 ) “H / (^2) ^ I ^ 1 ) 

• / — 

0 

1 

• ZJj (^f I >tj) -|- Cg (ij, Jtg) “f” y**^2 (^1? ■^) ^2 (^ I ^ 2 ) ^ ^ 

0 

5 

+ %(^1J ^l)^2(v ^ 2 ) ‘^lC'^2) %)^2(%? ^ 2 ) 

1 

y* 1 ^^2) ~ ^ 

+ 1^^ Ga? ~ G’ ^ ~ ^ 


+ 


1 1 


+ 


Sj { ^(^7 /^) ~ 

Cl ("ig, A) Cg («i, fi) I CT"! (^ I A, jCi) CTg (^ I ! 


0 0 


Oder, wenn wir die beiden ersten Q-leichungen von (38) beriici 
und 

(^2) ®(-;;;^) - 

/ tf OC \ 

setzen, wo ©(/’/) dann aucb wieder ein willkiirliches Ko 

V27 ^2/ 

feld ist, 

«i, JcA _ ^ i ^i; ^ 1 ) ^2 (^ 1 h} ^ 2 ) 
h: %/ Ui {2 j «2, 3Ci) Ug (-S I ig, JCg) 


58 U 


0 

1 1 

Xi) C/2(^|ia,at2)«?Ae?^i. 


+ 


== TI^{z\if%) + Ci(«,?e) 4- fcj_(i,l) U^(z\l,y:)dX 
0 

1 

Vi^{z\i,%) = + c^(i,%) + j*c^(i,X)U^{p\X,%)dX 

0 

m(. _ I ^2(^1%?%) ,r^(h,^“i\ 

\ hr '^J I til (;£; I hf %) tl2 1 hr ^ 2 ) ^'^2^ ^2 ' 

1 

+ /{®(t;i) + ®(t^0 

0 

1 1 

+// E(i‘;^) ^,(^1-1,%) 

0 0 

Wir woUen jetzt die allgemeine Losung der zu der dritten Grleiclmng 
) assoziierten Streckengleicliuiig (36) aufstellen. Sie hat die Form 


+ ^)}di 

0 

1 1 

H- Cri(;2ll,3Ci) U^{z\^,y2)dXdiJ,, 

0 0 

eine willkiirliche Konstaatenstreoke^ Ui(z\i)%) und 
□sungen der beiden ersten Gleichungea von (35) sind^ die den 
amer 7 dieses Abschnitts geforderten Bedingungen geniigen. 

ir beweisen znnachst, daB q(^z die Gleichung (36) befrie- 
n der Tat erhalten wir durch Differentiation von (44) 

1 

I J ^ 

0 

1 

0 

L 1 

^(i) { I I 1 V; ^ 2 ) 

0 

1 

+ C72(^|^x,,2C2) h^(z\X,y^) +J^Uj^(z\X,v)bi{z\v,Xj)dv ^^dXd(i. 


0 
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{— fur ^ = ^0 Terscliwinden, so ist dort ilire 

Fredliolmsclie Determinante gleicli 1. Das folgfc sofort aus der Reilie 
(1) fur die Predholmsclie Determinante, in der, wenn die betrachtete 
Function von den vier Stellenzeigern *, i^, abbangt, an Stelle von 
i und % die Paare von Veranderlicben bzw, einzusetzen sind. 
Wir konnen also jedes andere Losungssystem Uj( 0 |«,a), 

/ \ 

System (50) vermittels der Dleicbungen (3S) 

darstellen. sind dann die Anfangswerte des 

betrelfenden Systems far s = 

Aus (43) folgt ferner, daB eine Losung 25^0 Rtzten 

Gleicliung von (35) darstellbar ist als Determinante 

von Losungen der beiden ersten Gleiclmngen voii (35), die mit ihr eiii 

Losungssystem bilden, wenn ihr Anfangswert fur ^ = 0^ in, 

der Form 

darstellbar ist, denn dann wird nach (42) 



und sind dann bzw. die Anfangswerte von l\( 0 |i’, jc) 

und Ug ( 0 1 i, x) fiir 0 = 0 ^, . 

11. Wir woUen jetzt die .Reihen (50) nach eincm I’unkte 0 ^ ihres 
Konvergenzbereichs analytisch fortsctzen. Von den Koeffizienteiifeldern 
setzen wir dabei voraus, daB sie aUenthalben 

eindeutig seien. 

Wir denken uns also in den Reihen (50) die Substitution 
0 - 00 == (0 — 0 ,) -h ( 0 , - 0 o) 

gemacht. Die so erhalteneii nach .Potenzen von (0 — 0 j.) fortschreiten- 
den Reihen <[7i ( 0 I*, %), ( 70 ( 0 ji, J'.), F(0 werden dann sicher fiir 

\0 0 ^ ~ 00 I 



konvergieren also nicht nur die analytischeu Portsetzungen von 
mid U^{z\i,%)^) sondern auch die analytische Fortsetzung von. V{js 
mid diese Portsetzungen bilden dort ein Losungssystem. 

Wir konnen also schlieBen, dafi die aus den Reilien (50) durch 
gleiclizeitige analytische Fortsetzung entstekenden monogenen analy- 
tisckeu Punktionen liolomorpb sind in dem ganzen Holomorphiebereicb 
der beiden Koeffizientenfelder l:)-^^{s\i,%) und 'b^(B\i,z) und dort ein Lo- 
sungssystem von (35) bilden. 

12. Es sei nun s = p fiir wenigstens eines der Koeffizientenfelder 
ein isoliorter singularer Punkt, etwa ein Pol. Dann wird ein durch 

die Anfangswerte (pf^(i, %), < 1 )^( 4 ^ jc)^ regularen Punkt 

>'2 === i 2 q definiertes Losungssystem 

allgemeinen in der Umgebuug von s = p nicht mehr eiudeutig seiu. 
Setzen wir dieses Losungssystem also auf einem Wege fort, der den 
Punkt p umschlieBt und zu dem Punkte zuriickkehrt, so wird es 

sich in ein anderes Losungssystem ZJg (^f | «; J^)? V (^0 

verwandelt haben. Erfiillt das urspriingliche Losungssystem die in 
Kummer ? angefuhrten Bedingungen, so wird sich das neue Losungs- 
system durch das urspriingliche vermittels der Gleichungen (38) dar- 

stellen lasseu. Das System von Aiifangswerteu cpQ(j.,>c)j ^t), 
geht also dann fiber in das System 


h} 

^2 .- 


^ 2 / 


( 52 ) 


(Poib A 

0 

1 

(i)o(b A y) H- y) + / ^2(0 A; 

&(i::::;) + ^(t%) + 

-- f,*2 3<2)fpo(L, Xi) -- Oi (b, Jcj Cbo(ii, X 2 ) 

j “b Cg (L, Xg) (pQ (y j , Xj) 

() 

+ 6-1 (b ; ^ yi) ‘^0 (L, Xg) -- a, (^;, 1) cp^ (Zg, x,) Oq {X, x.,) 
^‘1 (bj, 1) <Po (^j ^ 1 ) (h) ^ 2 ) "b ^2 (A A 9^0 (b; ^ 1 ) ^ 0 ^ 2 ) 


l i 

;/'/ ji) <Po(A, 
0 0 
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Die Predliolmsclien Determinauten von und sii 

von NuU verschieden. 

13. Um aucb. eine Reihenentwicklung fiir die Losung der £ 
gleiclinng (36) zu erbalten; setzen wir 

(53) 

Setzen wir diese Reike in Gleickung (44) ein und wall 
und Uo(s\iy%) die fiir ^ versckwindenden Losur 
beiden ersten Gleickungen von (35), die ja aRen gefordertei 
gungen geniigen, so ergeben sick fiir die Koeffizienten -ilf die 

(54) ^o(:;) - c(:;) 

1 

(55) >“>) + c(i‘)*,(A,x,) } di 

o' 

1 1 

+JJ d 

0 0 

n = l,2--- 

WO die g) und O sick aus den beiden ersten der Formeln 
stimmen. Auck die Reike (53) konvergiert vermoge der Dai 
(44) fiir \ s — | < R, und die aus ikr durck analytiscke For 
entspringende inonogene analytiscke Funktion ist im ganze 
morpkiebereick der Koeffizientenf elder kolomorpk und eiiie 
von (36). 

Ist wieder ^ = p ein isolierter singularer Punkt, und bos 
wir einen Weg, der diesen Punkt umsckliefit und zum Punkt 
zuriickkekrt, so verwandeln sick Uj^( 0 \i,%) und 

U^{B\i,y) und U^( 0 \i,%), und q (0 folglick in 

1 

«(" I +/{^(1) + g(J^)uM>; 

0 

1 I 

0 0 


5C< 


Wollen wir durcli U^{ 2 \i,y^ unci t/gl^'V/i) ausdriiclcen, so 

milssen wir beriicksichtigen, dafi nacb Formel (37) 


U 1 ( 2 1 i, x) -= u^{ 2 \ i, x) + Cj {j, x) +J C, {i, A) [7, I A, x) d I 


U ^{z\ i, /t) = Co I h ^2 (b (b ^') Co ' 1 Aj jc) cZ A. 

b 

Setzen wir diese Ausdriicke iu iinsere letzte Grleicliung ein, so erhalteu wir 


Xj^ \ ^ 

X., 



+ f ^2) 


k/;A 

0 0 


Uj_ (2 : A, 5Ci) + c, (A, xj +J C'l ( A, 7^) ?/i (^' ; r, x^) d' 


Ih {2 I Xo) + Co (fl; Xo) + I ^2 ^-^2 (-^ I '^ 2 ) ^ 


dXd 


Setzeii wir danii 


(56) C'Q) - c(:-) + j 


1 1 


SO wire! 


u » 

1 


(57) Q 




1 1 

d- / / ^ ' (t) ^ ^ O' I ) f ’2 (" 1 "''- 2 ) ^ 


c(f') ist also dor Aufang 3 we.rfc fiir 2 ==- 2q iiacli clem Umlauf um clou 


14. Es seien jetzt die beiden Koeffizientenfelder KoBshuiteufeld' 
x) und Das System (35) ninimt dann die Gestalt an 


dz 


1 

U, {z ' i, %) = h, {i, y) +Jui < 


)dl 


dz 


Ri{z\i,y) == 




(58) 


dz 


V z 7 




1? m 




Ui (z I '/j, (hf ^ 3 ) U.2{z\ Xo) (iyj x^) 


J. 


Die fiir ^ = ^0 verscliwiiidenden Losuiigen der beiden ersten diest 
Gleichungen sind, wie sich aus den beiden ersten Formeln von (51 
sofort ergibt^ die sogenaimten Volterraschen Transzendonten 


(59) 


wo 


(60) 


Win -0,\\ a, X)) i i^W(;, x) {z - 

n I 
00 

fV(z — Zti I 5y(/, x)) ~ 5oW(b ^<)(^*' — - 2 * 0 )“, 

= 1 

1 

J/'O (i, >!) = (j, -l) 6, (i, x) dl 
0 

I 


die sogenannten iterierfcen Kerne sind.^) 

Die fiir z == z^ verschwindende Ldsung der dritteii Gleicliung voj 
(58), die mit W{z ZQ\h^(i,x)) und W{z — < 2 ^ 01 ^ 2 ( 5 ^)) ^in Losungs 
system bildet, ist sonacli 


Voltexra, Lemons sur les lonctions de ligncs, Paris 1913, y. 198 
Scblesinger, a. a. 0., S. 113. ’ 

2) Vgl, etwa Kowalewski, a. a. 0., S. 514 . 



Die Streckengleicliuiig (36) erhiilt die Destalt 


(64) 


dz 






I 


■(//I, 


uud ilire allgemeiiie Losung liat nacli (44) die Form 

4 



4“ y "0 1 ^2 ^2^) J 


+ / / ^( / J - >^0 1 ^ ^l)) - "0 i ^ 2 )) 


15. Setzen wir in (35) 

\ I h 1 ^0 = I 

so kommen wir zu dem System 


4^5 


i7(.'.t>-) - H-iv-:) +J 


r 




V *1 


' ^ 0 ^ 


£/" (> ; 5t_i) 5 (« I io, y>») — ' 0 ( 0 ' >:«) ^ ! '^2> ^n) 
U (0 1 L, y-^b {0 \ v), "x^) H- U {0 \ u, y.) b {0 \ ?4, y^) 


+ 1(1^ 


ij; 4 

< 1 , Xo 


z\l,x,) 




i ^^^2^ ^ 


A, 


zLiriick, dem die Ausdrucke 


D 


44) 


14, 


("V 


und 


4, 4 \ 


geniigen, wenn ?/(5' 4%) eine Losung der Integrodiffereutialgleicliu: 
(17) ist. 

Das allgemeiiie Losungssystem ergibt sick aus (38) und (43) fi 


und 


Ux{0\i,y) = ^2(^1 4^) ==- JJ{0\i,y) 

(4 3c) = Cg (i, %) = c(4 y) 


in den beiden Formen 



ll {is 1 i, ) == U{z\i, z) + c (;i, z) -irj c (i, i) U(0l^^,z')(l 


— c(;i^, z.^) U(2\u, JCj.) — c(?2, Zj) U{z I i^, z^ 

-j- c{i.2jZ^ Xj^) 

I 

0 

“I" (^1 .' ^) [ ^ 2 > ^ 2 ) 

— U{Z\ L, Xj )V{0\X, Xg)] 

+ c (i, X) [ £/ '/i, X^) U ( 2 1 A, X,) 


1 1 

j j ^ 

0 0 


TT (j3'. X^ z^'j U(^^\ X2)J X 


' I h ^ 1 ) : /“; "^^ 2 ) ^ 


U(^|/;X) 


vyj/- 


c(/, x) +Jc(/, ;,) U{z 1 X, z)dx 


U (,“| x^) ll(* 1 /j, Xo) I ^ /'ip Xj^ 
■ U(,"l /o, Xj) ll( 5 ;|/.j, X-i.) ; ' ' V 2 > ^2 




"t" ^(^/| X.' ) 


'<Sii’t)u{^\^:’‘^)U{^\l‘:>'-l)‘‘^'^l^- 


Form ((!()) des jillgc.iiiciiieu Ldsungssystems von (25) liiBt sicli 
otwas von'.iut'ai'.hoii. Da nilmlich durch (07) jedes LosungssystGm 
oBtelli; vvircl, ho liilU; sick aucli insbesoudere das in (66) auftretende 
ingssystcm 

n(,\i,:), v(, ("M 


LB (km I''oruic!n (OT) diircdi ?./(^|i;x) allein ausdriicken. Es wird 

L 

6‘(i, x ) = 0 


von (66) eia^ so erhalten wir nach geeigneter Anor 


-t- Kj) U{z\^, fCo) ~ c(?\, U(z\u, Xi) 
— c(?2, x^) IKzii^j X„) -j- c(?2, x^) U(z'■^y, Xj) 


0 

+ <h>»)y{^yy^ + o(j,_,i)Yi 






BesouJere I^iille 


ol 


Setzen wir ako 


(G8) 



(U = 6^ 


\v ^1 
^2; ^2 


wo clann aucli wieder eia willkurliclies Ivonstantenfeld ist, 

^ \^2J ^2/ ’ 

SO ersclieint das allgemeinQ Losuugssystem von (25) in der Form^) 

1 

tl {0\i,x) = U{z\ i, y) + c {i, +J c ('/, V)U{^\ 1, dX 

0 

-H (yi’ ;/j) -f (^ih} ^i) ^2) 


(69) 




\v 




F U'i • 

^ * I if 


— c(«\, y.^) U{3\ Xi) — 6-(/o, >fi) ?7(^! ii, j<,) 

+ c(/ 2 ,Xo) C/T/|i\//i) 

1 

0 

+ <^‘(' 1 , I + c('h, A) P (^0 jrtfA 

I 1 

J K^) U(i2{^L, y.,)dld^a. 


Diese Form entsi)richt; der Darstellung der Miuoreu eiiies komponierten 
Feldes durck die Minoi-en seiner Kompouenteu in der Gestalt (16). 

Dio allgemeine Ldsung der Streckengleichuug 


1 



die der zweiton Gleicliung von (25) eiitsprielit, hat nach Formel (44) 
die Form 


1 



1 ) Den iu Nr. 7 erwilliuten Beiliuguugeu I'iir die J)’redhotmse&.ea''Determi- 
nanteu von U^{s\i,ii) urul i/j. (^r 1 1 , x) entsprecliend luuii liier uberall das Nicht- 

verArdi wind ATI dAr nnfA.rnii'nstnfA vnn TTfvAil nn/1 ant- nni-n-M^nlMovt+n 
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WO lj{s\i,ii) eine den betannten Bedingnngen geniigende Loi 
ersten Gleicbung von (25) ist. 

Es ist niir eine angenebme Pfliclit, am Sclilnsse meiner 
rungen Herrn Professor Dr. L. Sclile singer fiir die Anre< 
dieser Arbeit sowie fur die Unterstiitzung, die er mir b- 
Abfassung hat zuteil werden lassen, ineinen. besten Dank 

O ' ^ 

sprecben. 
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